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Abstract. By applying the covariant Taylor expansion method, the fifth lower
coefficients the asymptotic expansion of the heat kernel associated with a fermion
of spin 1/2 in Riemann-Cartan space are manifestly given. These coefficients in
Riemann-Cartan space is derived from those obtained in Riemannian space by simple
replacements.
1. Introduction
Motivated by studying all one-loop quantities (such as the effective action, zeta function,
Green functions, anomalies, etc.) in quantum field theory and supergravity, the heat
kernel K(d)(x, x′) in d dimensions defined by equations
∂
∂t
K(d)(x, x′; t) = −HK(d)(x, x′; t),
K(d)(x, x′; 0) = 1|h(x)|−1|h(x′)|−1δ(d)(x, x′), (1)
has been studied by many authors. Here δ(d)(x, x′) is the d dimensional invariant δ-
function, and 1 = {δAB}, h = det h
a
µ, where h
a
µ is a vielbein. The most general
elliptic second order differential operator H for a fermion ψ = {ψA(x)} of spin 1/2 in
curved space with the torsion, i.e. in Riemann-Cartan space is expressed in the following
form,
H = DµD
µ + 2QµDµ + Z = D˜µD˜
µ +X (2)
with
D˜µ = Dµ +Qµ, Dµ = ∂µ +
1
4
(ωabµ +
1
2
h αa h
β
b Cαβµ)γ
ab + iAµ,
‡ This article is that the explicit form of [aq] (q = 1, · · · , 5) is added to the proceeding of the 9th Marcel
Grossmann meeting
2Qµ =
1
4
γαβCαβµ, X = Z −Q
µ
:µ −QµQ
µ, haν:µ ≡ D˜µh
a
ν = 0,
{γa, γb} = 2ηab, γab =
1
2
[γa, γb], γµ = h µa γ
a, (3)
where ωabµ is the Ricci coefficient of rotation, Cαβµ a totally antisymmetric torsion
tensor, and Aµ an arbitrary vector gauge field. The local quantity Z stands for
matrices for the spinor with non-differential operator. The metric tensor is given by
gµν = h
a
µh
b
νηab with ηab = diag(−1,−1, · · · ,−1).
The commutation relation of D˜µ is given by
[D˜µ, D˜ν ]ψ = (Λ˜µν + C
ρ
µνD˜ρ)ψ (4)
with
Λ˜µν = Λµν +∇µ(C +Q)ν −∇ν(C +Q)µ + [(C +Q)µ, (C +Q)ν ],
Λµν =
1
4
γαβRαβµν + iFµν , Cµ =
1
8
γαβCαβµ, (5)
where Rαβµν and Fµν are the curvature tensor in Riemannian space and the field strength
of Aµ respectively, and ∇µ means the Riemannian covariant differentiation.
2. Explicit form of asymptotic expansion coefficients
One can solve (1) by the expression according to the De Witt’s ansatz,
K(d)(x, x′; t) ∼
∆1/2(x, x′)
(4πt)d/2
exp(
σ(x, x′)
2t
)
∞∑
q=0
aq(x, x
′)tq, (6)
where σ(x, x′) and ∆(x, x′) are the geodesic distance and the Van Vleck-Morette
determinant between x and x′, respectively. The asymptotic expansion coefficients [aq]
of the heat kernel are obtained as the coincidence limit (x→ x′) of aq(x, x
′). The explicit
expressions of [aq] (q = 1, · · · , 5) are written in the following form [1],
[a1] = P = −(
1
6
R1+X), (7)
[a2] = −
1
6
M(2) +
1
2
P 2
=
1
12
Λ˜µνΛ˜
µν +
1
180
(RµνρσR
µνρσ − RµνR
µν)1
+
1
6
(
1
5
R1+X) µ!µ +
1
2
(
1
6
R1+X)2, (8)
[a3] =
1
60
M(4) −
1
12
{P,M(2)} −
1
12
(P!α −
1
3
J˜α)(P
!α +
1
3
J˜α) +
1
6
P 3
−
1
60
X
µ ν
!µ ν −
1
12
(XX µ!µ +X
µ
!µ X +X!µX
!µ)−
1
6
(
1
6
R1+X)3
3−
1
30
{X, Λ˜µνΛ˜
µν} −
1
60
Λ˜µνXΛ˜
µν −
1
60
[J˜µ, X!µ]
−
1
36
RX
µ
!µ −
1
30
R,µX
!µ −
1
30
R µ,µ X −
1
90
RµνX!µν
+
1
180
(RµνR
µν − RµνρσR
µνρσ)X
−
1
10
Λ˜ νµ Λ˜
ρ
ν Λ˜
µ
ρ +
1
30
{Λ˜µν , J˜
µ!ν} −
1
45
Λ˜µν!ρΛ˜
µν!ρ −
1
180
J˜µJ˜
µ
−
1
72
RΛ˜µνΛ˜
µν −
1
18
RµνΛ˜µρΛ˜
ρ
µ +
1
60
RµνρσΛ˜µνΛ˜ρσ
+ 1
(
−
1
280
R µ ν,µ ν −
1
420
RµνR,µν +
1
630
RµνR ρµν,ρ −
17
5040
R,µR
,µ
−
1
180
RR µ,µ −
1
105
RµρνσRµν,ρσ +
1
2520
Rµν,ρR
µν,ρ +
1
1260
Rµν,ρR
µρ,ν
−
1
560
Rµνρσ,λR
µνρσ,λ −
1
5670
Rµ νR
ν
ρR
ρ
µ +
1
1890
RµνRρσR
µρνσ
−
1
270
RµνR
µλρσRνλρσ +
4
2835
RµνρσR
µνκλR
ρσ
κλ
+
22
2835
RµρνσR
µκνλR
ρ σ
κ λ +
1
1080
R(RµνR
µν − RµνρσR
µνρσ)
)
, (9)
[a4] = −
1
840
M(6) −
1
40
{P 2,M(2)} −
1
30
PM(2)P +
1
120
{P,M(4)}
−
1
30
{P, (P!µ −
1
3
J˜µ)(P
!µ +
1
3
J˜µ)} −
1
60
(P!µ −
1
3
J˜µ)P (P
!µ +
1
3
J˜µ)
+
1
60
(P!µ −
1
3
J˜µ)(Λ˜
µν −
1
3
Rµν1)(P!ν +
1
3
J˜ν) +
1
72
M2(2)
+
1
60
((P!µ −
1
3
J˜µ)(S
µ +
1
5
Y µ) + (Sµ −
1
5
Yµ)(P
!µ +
1
3
J˜µ))
+
1
90
(Vµν −
1
2
J˜(µ!ν))(V
µν +
1
2
J˜ (µ!ν)) +
1
24
P 4, (10)
[a5] =
1
120
P 5 −
1
180
{P 3,M(2)} −
1
120
P{P,M(2)}P +
1
420
{P 2,M(4)}
+
1
280
PM(4)P −
1
1680
{P,M(6)}+
13
2520
{P,M2(2)}
+
1
280
M(2)PM(2) −
1
720
{M(2),M(4)}
−
1
120
{P 2, (P!µ −
1
3
J˜µ)(P
!µ +
1
3
J˜µ)} −
1
180
{P, (P!µ −
1
3
J˜µ)P (P
!µ +
1
3
J˜µ)}
−
1
90
P (P!µ −
1
3
J˜µ)(P
!µ +
1
3
J˜µ)P −
1
360
(P!µ −
1
3
J˜µ)P
2(P !µ +
1
3
J˜µ)
+
2
315
(P (P!µ −
1
3
J˜µ)(S
µ +
1
5
Y µ) + (Sµ −
1
5
Y µ)(P!µ +
1
3
J˜µ)P )
+
1
140
((P!µ −
1
3
J˜µ)(S
µ +
1
5
Y µ)P + P (Sµ −
1
5
Y µ)(P!µ +
1
3
J˜µ))
4+
1
315
((Sµ −
1
5
Y µ)P (P!µ +
1
3
J˜µ) + (P!µ −
1
3
J˜µ)P (S
µ +
1
5
Y µ))
+
1
210
{P, (Vµν −
1
2
J˜(µ!ν))(V
µν +
1
2
J˜ (µ!ν))}
+
1
630
(Vµν −
1
2
J˜(µ!ν))P (V
µν +
1
2
J˜ (µ!ν))
+
13
2520
{M(2), (P!µ −
1
3
J˜µ)(P
!µ +
1
3
J˜µ)}
+
1
280
(P!µ −
1
3
J˜µ)M(2)(P
!µ +
1
3
J˜µ)
+
1
210
((P!µ −
1
3
J˜µ)(P!ν −
1
3
J˜ν)(V
µν +
1
2
J˜ (µ!ν))
+ (V µν −
1
2
J˜ (µ!ν))(P!µ +
1
3
J˜µ)(P!ν +
1
3
J˜ν))
+
1
140
(P!µ −
1
3
J˜µ)(V
µν +
1
2
J˜ (µ!ν))(P!ν +
1
3
J˜ν)
−
1
360
(P!µ −
1
3
J˜µ)(Λ˜
µ
ρ −
1
3
Rµ ρ)(Λ˜
ρ
ν −
1
3
Rρ ν)(P
!ν +
1
3
J˜ν)
−
1
315
((P!µ −
1
3
J˜µ)(Λ˜
µν −
1
3
Rµν1)(Sν +
1
5
Yν)
+ (Sµ −
1
5
Yµ)(Λ˜
µν −
1
3
Rµν1)(P!ν +
1
3
J˜ν))
−
1
945
Kµνρσ(Vµν −
1
2
J˜µ!ν)(Vρσ +
1
2
J˜ρ!σ)
−
1
315
(Vµρ −
1
2
J˜(µ!ρ))(Λ˜
µ
ν −
1
3
Rµ ν1)(V
νρ +
1
2
J˜ (ν!ρ))
+
1
180
{P, (P!µ −
1
3
J˜µ)(Λ˜
µν −
1
3
Rµν1)(P!ν +
1
3
J˜ν)}
+
1
360
(P!µ −
1
3
J˜µ){P, (Λ˜
µν −
1
3
Rµν1)}(P!ν +
1
3
J˜ν)
+
1
1260
((P!µ −
1
3
J˜µ)(2R
µ(ρ,σ) − Rρσ,µ − 4Λ˜µ(ρ!σ))(Vρσ +
1
2
J˜(ρ!σ))
+ (Vρσ −
1
2
J˜(ρ!σ))(2R
µ(ρ,σ) −Rρσ,µ + 4Λ˜µ(ρ!σ))(P!µ +
1
3
J˜µ))
+
1
280
(P!µ −
1
3
J˜µ)e
µν(P!ν +
1
3
J˜ν)
−
1
560
((P!µ −
1
3
J˜µ)(S
µ +
1
7
Yµ) + (Sµ −
1
7
Yµ)(P!µ +
1
3
J˜µ))
−
1
420
((V µν −
1
2
J˜ (µ!ν))(Uµν +Wµν) + (Uµν −Wµν)(V
µν +
1
2
J˜ (µ!ν)))
−
17
5040
(Sµ −
1
5
Yµ)(S
µ +
1
5
Y µ)−
1
840
(Sµνρ −
1
5
Yµνρ)(S
µνρ +
1
5
Y µνρ)
+
1
15120
M(8), (11)
5where
J˜µ = Λ˜
ρ
µ!ρ, (12)
Vαβ +
1
2
J˜(α!β) = 〈αβ|H|0〉, (13)
Vαβ = −X!(αβ) −
1
2
Λ˜µ(αΛ˜
µ
β) − 1
( 3
20
R,αβ +
1
20
R
µ
αβ,µ
−
1
15
RµαR
µ
β +
1
30
R ρµνα Rβρµν +
1
30
RµνKµναβ
)
, (14)
Sαβγ +
1
5
Yαβγ = 〈αβγ|H|0〉, (15)
Sαβγ = −X!(αβγ) + 1
(
−
1
3
Mαβγ(2) +
2
3
Rµ(αR
µ
β,γ) −
1
5
RµνK
µν
αβγ
−
4
15
(Rµν,(α| +R(α|µ,ν)K
µν
|βγ) −
2
15
Rµνρ(αR
µνρ
β,γ)
)
− {Λ˜µ(αβ , Λ˜
µ
γ)}, (16)
Yαβγ = 4Λ˜
µ
µαβγ −
7
3
Rµ(αΛ˜
µ
βγ) −
7
3
Kµν (αβΛ˜γ)µν + (2R(αβ|,µ − 4Rµ(α,β|)Λ˜
µ
|γ), (17)
Sα +
1
5
Yα = g
βγ〈αβγ|H|0〉, (18)
Sα = −X
!µ
µα + [Λ˜αµ, X
!µ]−
1
3
[J˜α, X ]−
2
3
RαµX
!µ −
1
2
{Λ˜µν , Λ˜µν!α}
+
1
3
{J˜µ, Λ˜µα} − 1
(1
5
R,µ µα +
1
9
RαµR
,µ +
1
15
RµνρσRµνρσ,α −
1
15
RµνRµν,α
)
, (19)
Yα = J˜
µ
α!µ −
2
3
[Λ˜αµ, J˜
µ] +
1
2
[Λ˜µν , Λ˜µν!α]−
2
3
RµνΛ˜αµν
+
7
9
RαµJ˜
µ +
1
3
R,µΛ˜µα − 2Rαµ,νΛ˜
µν −
2
3
Rαρµν Λ˜
µνρ, (20)
eµν = 1
( 3
10
Rµν,ρρ −
1
10
R,µν −
1
15
RµρRνρ +
1
5
RρσK
µνρσ +
1
5
RµλρσRνλρσ
)
+
3
2
Λ˜νµ (2) +
1
2
Rν ρΛ˜
ρµ −
3
4
RµνρσΛ˜ρσ, (21)
Uαβ +Wαβ = g
γδ〈αβγδ|H|0〉, (22)
Uαβ = −Xαβ + 1
(
−
5
14
Mαβ(4) −
29
105
RµνKµναβ(2) −
2
5
RµνKρ µνραβ
−
2
5
Rµ(α|K
µν
ν|β)(2) +
2
5
Rµ(αM
µ
β)(2) +
1
5
RµνMµναβ −
1
2
Mµν(αK
µν
β)(2)
−
1
2
MµνρKµνραβ −
3
28
Kµν(α|(2)K
µν
|β)(2) −
3
28
Kµνρ (2)Kµνραβ
−
1
6
Kρ µραβR
,µ −Kρ µρν(αM
µν
β) +
1
12
R,µMαβµ +
1
4
Mµν αMµνβ
−
1
5
KµναβM
µν
(2) −
4
105
KµναβK
µν
(4) −
32
105
Kµνρ(αK
µνρ
β)(2)
6−
16
105
KµνρσKµνρσαβ −
3
28
KµνραβK
µνρ
(2) −
3
14
KµνρσαK
µνρσ
β
+
11
135
RµνRµαRνβ −
4
45
RµνR
ρ
(α|Kµνρ|β) −
1
63
RµνR
µρKν ραβ
+
16
135
RµνKρσ µαKρσνβ −
40
189
RµνKµρασK
ρ σ
ν β +
2
45
RµνK
µνρσKρσαβ
+
1
9
Rµ(α|R
µνρσR|β)νρσ −
44
945
KµναβK
µ
λρσK
νλρσ −
64
945
KµνρσKµλρ(α|K
λ
νσ|β)
)
+
4
9
{Λ˜µαβ , J˜
µ} −
8
9
{Λ˜µνα, Λ˜
µν
β} −
3
4
{Λ˜µ(α, Λ˜
µ
β)(2)} −
3
4
{Λ˜µν , Λ˜µναβ}
−
1
12
Rµν{Λ˜µα, Λ˜νβ} −
1
12
Kµναβ{Λ˜
µρ, Λ˜ν ρ} −
1
12
R
µνρ
(α|{Λ˜µν , Λ˜ρ|β)}, (23)
Wαβ = −
5
12
Λ˜(αβ)(4) −
1
3
Rµ(αΛ˜
µ
β)(2) +
1
3
Kµν αβΛ˜µν(2)
−
2
3
K(α|ρµνΛ˜
ρµν
|β) −
1
2
KµναβρΛ˜
ρµν −
1
2
Kµν (α|(2)Λ˜|β)µν
−
1
2
Kρ µραβ J˜
µ + 2Kρ µρν(αΛ˜
µν
β) +K
ρ
µρναβΛ˜
µν +Kρ µρ(α|(2)Λ˜
µ
|β)
−
1
12
(Rρ(α|µ|β)R
ρ
ν −
3
2
R
ρ
(αRβ)ρµν)Λ˜
µν
−
1
12
(RµρR
ρ
(α| +
3
2
RρσλµRρσλ(α|)Λ˜
µ
|β), (24)
Sα +
1
7
Yα = g
βγgδǫ〈αβγδǫ|H|0〉, (25)
Sα = −Xα(6) + 1
(
−
3
8
Mα(6) −
43
126
RµνKµνα(4) +
2
9
RµαM
µ
(4)
+
4
9
RµνMµνα(2) −
8
9
RµνKρ µρνα(2) −
3
10
MµναK
µν
(4)
−
6
5
MµνρKµνρα(2) −
27
140
Kµνα(2)K
µν
(4) −
27
35
Kµνρ (2)Kµνρα(2)
−
6
5
Kρ µρνα(2)M
µν
(2) −
2
5
R,µKρ µρα(2) −
6
5
MµναK
ρµν
ρ(2)
−
6
5
MµρσKτ µτρσα +
1
5
R,µMµα(2) +
3
5
MµναM
µν
(2)
+
3
5
MµνρMµνρα −
5
21
KµνραK
µνρ
(4) −
10
21
KµνρσKµνρσα(2)
−
3
5
Kµνα(2)M
µν
(2) −
27
35
KµνρσαK
µνρσ
(2) −
18
35
KµνρστKµνρστα
−
19
315
RµρRν ρKµνα(2) +
16
45
RµαRνρK
µνρ
(2) +
2
45
RµνRρ αKµνρ(2)
+
2
9
RµρRνσKµνρσα +
2
45
RµνRρσKµνρσα −
4
15
RµρRν ρK
τ
µτνα
−
24
35
Rµ νKµρταK
νρτ
(2) +
2
15
RρσK
µνρσKµνα(2) +
2
9
RρσKµν ραKµνσ(2)
7−
4
15
RρσKµν ραKσµν(2) +
2
9
RαρK
µνρσKµνσ(2)
−
44
105
Rµ νK
νλρσKµλρσα +
8
45
RµνK
µνρσKλ ρλσα −
4
15
RµαK
µνρσKλ νλρσ
−
8
15
Rµ ρKµνσαK
λνρσ
λ +
4
9
Rρ σK
µνσλKµνρλα +
4
45
RταKµνρσK
µνρστ
+
4
45
RρσKµνταK
µνρστ −
8
15
RρσKµνταK
ρµνστ
−
4
45
KµνρτKµνσαK
σ
ρτ(2) −
32
105
KµλρσKν λραKµνσ(2) −
52
315
Kµ λρσK
νλρσKµνα(2)
−
4
45
KµνρσKτ αρσKµντ(2) −
8
45
KµρκλKνσ κλKµνρσα −
4
45
KµνκλKρσ κλKµνρσα
−
32
105
Kµ ρκ λK
νκσλKµνρσα −
32
105
Kτ µρσKτνλαK
µνρσλ −
8
45
KτµκλKµνκλK
ρν
ρτα
−
8
45
Kκλ ραKκλσµK
µτρσ
τ +
16
135
R,µR
µνRνα −
8
135
R,ρRµνKµνρα
+
16
135
R,µK
ρσµνKρσνα +
2
9
RµρRν ρMµνα −
8
45
RµνK
µνρσMρσα
+
4
45
R
ρ
τκλK
στκλMρσα −
4
45
RρσKµν ραMµνσ +
4
15
Kκλ µαKκλρσM
µρσ
)
−
2
5
{Λ˜µα, Λ˜
µ
(4)} −
8
5
{Λ˜µν , Λ˜µνα(2)}
− 2{Λ˜µνα, Λ˜
µν
(2)} − 2{Λ˜
µνρ, Λ˜µνρα}+ {J˜
µ, Λ˜µα(2)}
+
1
5
Rµν{Λ˜µα, J˜ν} −
2
5
Rµν{Λ˜
µρ, ρ˜ν ρα}+
3
10
Rµνρα{Λ˜
µν , J˜ρ}
−
4
5
Kµνσα{Λ˜
µ
ρ, Λ˜
νρσ} −
2
5
Kµνρσ{Λ˜µα, Λ˜νρσ} −
3
5
Rµνρσ{Λ˜µν , Λ˜ρσα}
−
3
5
Kµνα(2)Λ˜
µρΛ˜ν ρ −
3
5
Kµνρσα{Λ˜
µρ, Λ˜νσ} −
3
5
Kµνρ (2){Λ˜µρ, Λ˜να}, (26)
Yα = −Λ˜α(6) −
6
5
RαµΛ˜
µ
(4) −
24
5
KαµρσΛ˜
µρσ
(2) +
15
2
(Kµνα(2) +K
ρ
µρνα)Λ˜
µν
(2)
+ 15KµνρσαΛ˜
µνρσ +
88
5
(Kµνρα(2) +K
τ
µτνρα)Λ˜
µνρ
+
22
5
(Kµν(4) +K
ρ
µρν(2))Λ˜
µν
α −
44
5
Kρ µρα(2)J˜
µ + 16Kρ µρνα(2)Λ˜
µν
+
62
45
(−Rλ µKλαρσ − R
λ
αKλµρσ − 2K
κλ
ραKκλσµ + 4K
λ
µρτK
τ
λσα )Λ˜
µρσ
+
31
45
(RµρRρα +
3
2
RµτρσRατρσ)J˜µ +
17
10
(2KµνρσKλ νλρσ −K
ρσλµKρσλ(2))Λ˜µα
+
(17
10
Rµ ρ(Kµσα(2) + 2K
λ
µλσα)− 2R
µ
αKµρσ(2) − 4K
κλµ
αKµρσκλ
− 4Kµν ραKσµν(2) −
3
5
KρµναK
µν
σ (2) +
17
5
Kµντ ρKτσµνα
8+
17
10
(−Kµν ραKµνσ(2) + 4K
τ
αµρK
λµ
λστ
− 3Rτ µρσK
λµ
λτα − 2K
µντ
ρKµντσα)
)
Λ˜ρσ, (27)
M(2) = g
αβ〈αβ|H|0〉
= −
1
2
Λ˜µνΛ˜
µν +
1
30
1(RµνR
µν − RµνρσR
µνρσ)− (
1
5
R1 +X) µ!µ , (28)
M(4) =
1
3
(gαβgγδ + gαγgβδ + gαδgβγ)〈αβγδ|H|0〉
= −X µ ν!µ ν +
1
2
[Λ˜µν , [Λ˜
µν , X ]] +
2
3
[J˜µ, X!µ]−
2
3
RµνX!µν −
1
3
R,µX
!µ
− 6Λ˜ νµ Λ˜
ρ
ν Λ˜
µ
ρ + 2{Λ˜µν , J˜
µ!ν} −
4
3
Λ˜µν!ρΛ˜
µν!ρ −
8
9
J˜µJ˜
µ
−
10
3
RµνΛ˜µρΛ˜
ρ
µ +R
µνρσΛ˜µνΛ˜ρσ
+ 1
(
−
3
14
R µ ν,µ ν −
1
7
RµνR,µν +
2
21
RµνR ρµν,ρ −
4
63
R,µR
,µ
−
4
7
KµνρσRµν,ρσ +
1
14
MµνρM
µνρ −
3
28
Rµνρσ,λR
µνρσ,λ
−
2
189
Rµ νR
ν
ρR
ρ
µ +
2
63
RµνRρσK
µνρσ −
2
9
RµνR
µλρσRνλρσ
+
16
189
RµνρσR
µνκλR
ρσ
κλ +
88
189
RµρνσR
µκνλR
ρ σ
κ λ
)
, (29)
M(6) = g
(αβgγδgǫζ)〈αβγδǫζ |H|0〉
= −X µ ν ρµ ν ρ −
5
2
{Λ˜µν , Λ˜
µν
(4)} −
32
5
{Λ˜µνρ, Λ˜
µνρ
(2)}+
8
5
{J˜µ, Λ˜µ(4)}
−
9
2
Λ˜µνρσΛ˜µνρσ −
27
4
Λ˜µν (2)Λ˜µν(2) −
5
4
Rµ ν{Λ˜µρ, Λ˜
νρ
(2)}
−
5
2
Kµν ρσ{Λ˜
ρλ, Λ˜σ λµν} −
15
8
Rµνρσ{Λ˜µν , Λ˜ρσ(2)}+
44
15
Rρµ,ν{J˜
ρ, Λ˜µν}
−
22
5
Kµνλρσ{Λ˜µλ, Λ˜νρσ} −
22
5
Kµνρ(2){Λ˜
µ
λ, Λ˜
νρλ}
−
64
45
Rµ νΛ˜µρσΛ˜
νρσ −
16
15
Rµνρσ{Λ˜µν!ρ, J˜σ} −
256
45
KµνρσΛ˜
µρλΛ˜νσ λ
−
32
45
Rµν J˜µJ˜ν − (
6
5
Kµν(4) +
17
60
RρµR
ρ
ν +
17
40
RµτρσR
τρσ
ν )Λ˜
µλΛ˜ν λ
− (
24
5
Kµνρσ(2) +
17
40
RµτR
τ
ρνσ +
17
40
RντR
τ
σµρ +
17
30
RµνκλR
κλ
ρσ
+
17
60
RµκσλR
κ λ
ν ρ +
51
80
RµρκλR
κλ
νσ )Λ˜
µρΛ˜νσ
9+ 1
(
−
7
18
M(8) +R
µν(−
10
63
Kµν(6) +
5
7
Mµν(4))−
20
21
KµνρσKµνρσ(4)
+
1
3
R,µMµ(4) + 2M
µνρMµνρ(2) −
5
3
Kµνρ (2)Kµνρ(4)
−
20
9
KµνρσλKµνρσλ(2) +
18
25
MµνρσM
µνρσ +
27
25
Mµν(2)M
µν
(2)
−
6
25
Kµν(4)K
µν
(4) −
48
25
Kµνρσ(2)K
µνρσ
(2) −
16
25
KµνρσκλK
µνρσκλ
+Kµν(4)(
179
1575
Rµ ρR
νρ +
8
105
RρσK
µνρσ −
68
525
RµτρσRν τρσ)
+Mµν(2)(
4
5
Rµ ρR
νρ −
16
25
RρσK
µνρσ +
6
25
RµτρσRν τρσ)
+Kµνρσ(2)(
4
5
RµρRνσ +
16
105
RµνRρσ +
64
105
Rµ τK
ντρσ −
1088
1575
Rρ τK
στµν
−
544
1575
RµκρλRν σκ λ −
1088
1575
RµρκλRνσ κλ) +
8
25
MµνρσK
µν
κλK
ρσκλ
+Kµναβγδ(
32
105
RαβKµνγδ −
1088
1575
Kαβµ λR
γδνλ)
+Rρ σ(
1
9
R,ρR
,σ +
1
15
R,µKσ ρµ(2) +
2
3
R,µK σµρ (2) −
10
21
Kσµν (2)Kρµν(2)
+
3
14
Kµνρ(2)K
µνσ
(2) +
3
7
Kµνλσ ρKµνλ(2) +
3
7
KµναβρK
µναβσ
−
20
63
KστµνλKρτµνλ +
1
2
MµνρM
µνσ + 2MµνρK
σµν
(2) −
7
15
MµνλK σµνλρ )
+Kµν ρσ(
2
15
R,λKρσ µνλ +
2
15
R,µK
ρσ
ν(2) −
20
21
Kρτ µ(2)K
σ
τν(2)
−
40
21
Kρ τλµνK
στλ
(2) −
40
21
KρτκλµK
σ
τκλν
+
3
5
MµνλK
ρσλ
(2) +
6
5
MκλµK
ρσκλ
ν −MµνλM
ρσλ)
+
44
525
RµνR
ν
ρR
ρ
σR
σ
µ −
32
315
RµνR
ρ
λR
σλKµνρσ +
302
1575
R
µ
λR
νλRµτρσR
τρσ
ν
+
8
225
RµνR
κλKµνρσKρσκλ −
866
4725
RµνRρσR
µρκλRνσ κλ
+
404
4725
RµνR
ρ
σR
µ
κρλR
νκσλ −
8
175
RµνKµνρσR
ρ
τκλR
στκλ
+
16
4725
Rµ νRµρτσR
ρκσλRν τκ λ −
8
675
Rµ νRµτρσR
ρσκλRντ κλ
−
1
105
RµτρσR
ντρσRµωκλRνωκλ −
247
9450
Rµν ρσR
ρσ
κλR
κλ
τωR
τω
µν
+
232
4725
RρσκλRµνκλR
µτ ω
ρ R
ν
τσω −
299
4725
RµνκλR
ρσ
κλRµρτωR
τω
νσ
−
32
4725
RµκνλRρκσλ(R
ρ
µτ ωR
τσω
ν − RµτνωR
ρτσω)
)
, (30)
10
M(8) = g
(αβgγδgǫζgηι)〈αβγδǫζηι|H|0〉
= −X µ ν ρ σµ ν ρ σ −
7
2
{Λ˜µν , Λ˜µν(6)} −
96
7
{Λ˜µνρ, Λ˜µνρ(4)}+
16
7
{J˜µ, Λ˜µ(6)}
− 20{Λ˜µνρσ, Λ˜µνρσ(2)} − 15{Λ˜
µν
(2), Λ˜µν(4)} −
256
25
Λ˜µναβγΛ˜µναβγ
−
768
25
Λ˜µνρ (2)Λ˜µνρ(2) −
96
25
Λ˜µ (4)Λ˜µ(4)
−
5
2
Rµ ν{Λ˜µρ, Λ˜
νρ
(4)} − 10Kµνρσ{Λ˜
µ
λ, Λ˜
νλρσ
(2)} −
15
4
Rµνρσ{Λ˜µν , Λ˜ρσ(4)}
−
117
25
Kµνρ(2){Λ˜
µρ, Λ˜ν(4)} −
468
25
Kµνρ(2){Λ˜
µ
σ, Λ˜
νρσ
(2)}
−
468
25
Kµναβγ{Λ˜
µα, Λ˜νβγ (2)} −
312
25
Kµναβγ{Λ˜
µ
τ , Λ˜
νταβγ}
+
256
175
Rµν{J˜
µ, Λ˜ν(4)} −
1024
175
Rµν{Λ˜
µρσ, Λ˜ν ρσ(2)}
−
4096
175
Kµνρσ{Λ˜
µρλ, Λ˜νσ λ(2)}+
1024
175
Kµνρσ{J˜
µ, Λ˜νρσ (2)}
−
2048
175
Kµνρσ{Λ˜
µ
κλ, Λ˜
νρσκλ}+
384
175
Rµνρσ{Λ˜
µν!ρ, Λ˜σ (4)}
+
78
7
Kµνρ(2){J˜
µ, Λ˜νρ (2)} −
156
7
Kµνρ(2){Λ˜
µ
κλ, Λ˜
νρκλ}
−
156
7
Kµνρ(2){Λ˜
µρλ, Λ˜ν λ(2)}+
52
7
Kµναβγ{J˜
µ, Λ˜ναβγ}
−
156
7
Kµναβγ{Λ˜
µαβ , Λ˜νγ (2)} −
312
7
Kµναβγ{Λ˜
µτα, Λ˜νβγ τ}
− 6RµνΛ˜
µρ
(2)Λ˜
ν
ρ(2) − 4RµνΛ˜
µλρσΛ˜ν λρσ − 12Kµνρσ{Λ˜
µρσλ, Λ˜ν λ(2)}
− 12KµνρσΛ˜
µρ
(2)Λ˜
νσ
(2) − 24KµνρσΛ˜
µρκλΛ˜νσ κλ
− (
63
10
Kµν(4) +
13
10
Rρ µRρν +
39
20
RµλρσR
λρσ
ν ){Λ˜
µτ , Λ˜ν τ(2)}
− (
84
5
Kµναβγδ +
52
5
Kµτ(αβ|K
τ
ν|γδ)){Λ˜
µα, Λ˜νβγδ}
− (
126
5
Kµνρσ(2) +
13
5
Rλ µKλνρσ +
13
5
Rλ νKλµρσ +
117
40
Rκλ µρRκλνσ
+
13
5
Rκλ µσRκλνρ +
13
10
RκµλσR
κ λ
ν ρ){Λ˜
µρ, Λ˜νσ (2)}
− (
126
5
Kµνρσ(2) +
13
5
Rλ µKλνρσ +
13
5
Rλ νKλµρσ
+
26
5
Rκλ µρRκλνσ +
13
5
RκµλρR
κ λ
ν σ){Λ˜
µ
τ , Λ˜
ντρσ}
+ (
50
7
Kµνρ(4) +
16
7
Rλ µKλνρ(2) +
24
7
Rκλ µρKνκλ(2) +
32
7
K τκλµ Kντκλρ
+
387
175
Rλ νKµλρ(2) +
774
175
KνκλρK
κλ
µ (2) +
774
175
K τκλν Kµτκλρ){Λ˜
µρ, J˜ν}
11
− (
100
7
Kµνρ(4) +
32
7
Rλ µKλνρ(2) +
64
7
KµκλρK
κλ
ν (2) +
64
7
K τκλµ Kντκλρ
+
774
175
Rλ νKµλρ(2) +
1548
175
KνκλρK
κλ
µ (2) +
1548
175
K τκλν Kµτκλρ){Λ˜
µ
σ, Λ˜
νρσ})
− (
200
7
Kµναβγ(2) +
32
7
Rτ µKτναβγ +
774
175
Rτ νKτµαβγ
+
96
7
Kµτ(αβ|K
τ
ν|γ)(2) +
2322
175
Kντ(αβ|K
τ
µ|γ)(2)
+
192
7
Kµτρ(α|K
τρ
ν |βγ) +
4644
175
Kντρ(α|K
τρ
µ |βγ)){Λ˜
µα, Λ˜νβγ}
− (
15
14
Kµν(6) +
87
70
Rλ µKλν(4) +
174
35
Kρσ µλK
λ
νρσ(2)
+
594
175
Kµλρ(2)K
λρ
ν (2) +
396
175
KµλαβγK
λαβγ
ν +
31
210
RµρR
ρ
σR
σ
ν
+
31
70
RµτR
τλρσRνλρσ +
31
105
RρσKκλ µρKκλνσ
+
403
840
RρσκλRτµρσR
τ
νκλ −
31
210
RµρτσR
ρκσλRτ κνλ){Λ˜
µω, Λ˜ν ω}
− (
45
7
Kµνρσ(4) +
174
35
Rλ µKλνρσ(2) +
696
35
Kµκλ(ρ|K
κλ
ν |σ)(2)
+
348
35
K κλµτ K
τ
νκλρσ +
87
35
KµλρσK
λ
ν(4) +
2376
175
KµκλρσK
κλ
ν (2)
+
2376
175
Kµτκλ(ρ|K
τκλ
ν |σ) +
1188
175
Kµλ(ρ|(2)K
λ
ν|σ)(2) +
31
105
Rκ µR
λ
νKκλρσ
+
31
70
RµλR
λτRτρνσ +
124
105
RκλK
κτ
µ (ρ|K
λ
ντ |σ) +
248
105
RµτK
τκλ
(ρ|Kνκλ|σ)
+
248
105
KτωκλKµτκ(ρ|Kνωλ|σ) +
62
105
KρστωK
τ
µκλK
ωκλ
ν
+
496
105
K τκλµ Kτωκ(ρ|K
ω
νλ|σ) +
31
35
RµωκλR
τωκλKτνρσ){Λ˜
µρ, Λ˜νσ}
− (
64
35
Kµν(4) +
64
175
RµλR
λ
ν +
96
175
RµτκλR
τκλ
ν )({J˜
µ, J˜ν}+ 2{Λ˜µρσ, Λ˜ν ρσ})
− (
512
35
Kµνρσ(2) +
512
175
R(µ|λK
λ
|ν)ρσ +
512
175
Rκλµ(ρ|R
κλ
ν|σ)
+
256
175
Rµκλ(ρ|R
κλ
ν |σ))(2{Λ˜
µρτ , Λ˜νσ τ} − {Λ˜
µρσ, J˜ν})
− (
512
35
Kµναβγδ +
1536
175
Kµτ(αβ|K
τ
ν|γδ)){Λ˜
µαβ , Λ˜νγδ}
+ 1
(
−
9
22
M(10) +R
µν(
28
27
Mµν(8) −
56
297
Kµν(8))−
448
297
KµνρσKµνρσ(6)
+
1
2
R,µM
µ
(6) +
9
2
MµνρMµνρ(4) −
63
22
Kµνρ (2)Kµνρ(6) −
63
11
KµναβγKµναβγ(4)
+
36
7
Mµν (2)Mµν(4) +
48
7
MµνρσMµνρσ(2) −
72
77
Kµν (4)Kµν(6)
12
−
864
77
Kµνρσ(2)Kµνρσ(4) −
576
77
KµναβγδKµναβγδ(2)
+
2
3
Mµ (4)Mµ(4) +
16
3
Mµνρ (2)Mµνρ(2) +
16
9
MµνρσλM
µνρσλ
−
100
33
Kµνρ (4)Kµνρ(4) −
800
99
Kµναβγ (2)Kµναβγ(2) −
160
99
KµναβγδǫK
µναβγδǫ
+Kµν(6)(
356
2079
R
µ
λR
νλ +
40
189
RρσK
µνρσ −
152
693
R
µ
λρσR
νλρσ)
+Kµνρσ(4)(
20
63
RµνRρσ +
40
21
RµρRνσ −
1216
693
R
µ
λK
νλρσ
+
40
21
R
ρ
λK
µνλσ −
1216
693
RµρκλRνσ κλ −
608
693
RµκρλRν σκ λ)
+Kµναβγδ(2)(
80
63
RαβKµνγδ −
2432
693
K µαβρ R
ρνγδ)
+Mµν(4)(
40
21
Rµ ρR
νρ −
32
21
RρσK
µνρσ +
4
7
R
µ
λρσR
νλρσ)
+
32
21
Mµνρσ(2)K
µνκλKρσ κλ
+Mµν(2)(
24
5
R,ρK
ρµν
(2) +
72
5
Kµ ρσ(2)M
νρσ +
72
5
KµρσλνMρσλ
+
54
35
K µρσ (2)K
ρσν
(2) +
108
35
Kρσλ(2)K
ρσλµν +
108
35
K µκλρσ K
ρσν
κλ)
+Mµνρσ(
72
5
K µνλ (2)M
ρσλ +
144
5
KµκλρσMν κλ
+
144
35
KκλµνρK σκλ (2) +
216
35
K µνκλτ K
κλτρσ)
+Kµν(4)(
2
5
R,µR,ν +
9
5
MµρσMν ρσ +
9
35
R,ρK
µνρ
(2)
+
27
35
KµνρσλMρσλ −
81
35
Kµρσ (2)K
ν
ρσ(2) −
54
35
KµρσκλKν ρσκλ)
+Kµνρσ(2)(
24
5
R,µMνρσ +
72
5
MµρλMνσ λ +
36
35
R,λK
µνρσλ
+
162
35
Kµν λ(2)M
ρσλ +
324
35
KµνρκλMσ κλ +
36
35
R,ρKµνσ(2)
−
324
35
K µρλ (2)K
λνσ
(2) −
648
35
Kµ κλ(2)K
νκλρσ −
648
35
K µρκλτ K
τνσ
κλ)
+Kµναβγδ(
36
5
MµαβMνγδ +
324
35
KµναβρMγδ ρ +
24
35
R,αKµνβγδ
+
108
35
Kµνα(2)M
βγδ −
432
35
K µαλ (2)K
νλβγδ −
648
35
Kµ αβρσ K
νρσγδ)
+Rµν(
72
25
Mµ ρ(2)M
νρ
(2) +
48
25
MµρσλMν ρσλ +
72
25
Kµ ρ(4)M
νρ
(2)
+
288
25
Kµρνσ(2)Mρσ(2) +
192
175
Kµνρσ(2)Mρσ(2) +
288
25
Kµ λρσ(2)M
νλρσ
13
+
192
25
KµρνσκλMρσκλ +
128
175
KµναβγδMαβγδ −
32
77
Kµ ρ(4)K
νρ
(4)
+
16
25
Kρσ(4)K
ρσµν
(2) −
256
77
Kµ λρσ(2)K
νλρσ
(2) +
64
25
K µρσλ (2)K
ρσλν
(2)
+
64
25
Kρσκλ(2)K
ρσκλµν +
128
75
KρσαβγµK νρσαβγ −
256
231
KµραβγδK
νραβγδ
+
16
9
R,ρK
ρµν
(4) +
10
63
R,ρK
µνρ
(4) +
8
9
R,µMν(4) +
16
3
MµρσMν ρσ(2)
+
8
3
Kρµν (2)Mρ(4) +
4
15
Kµνρ (2)Mρ(4) +
32
3
Kµ ρσ(2)M
νρσ
(2)
+
16
3
Kµ ρσ(4)M
νρσ +
32
3
Kµρσνλ (2)Mρσλ +
20
21
Kµνρσλ (2)Mρσλ
−
112
45
KµνρσλMρσλ(2) +
10
9
K µρσ (2)K
ρσν
(4) −
290
99
Kµ ρσ(2)K
νρσ
(4)
+
10
9
Kρσλ(4)K
ρσλµν +
20
9
Kρσλ(2)K
ρσλµν
(2) +
40
9
KρσκλµK νρσκλ (2)
−
1160
297
KµλαβγKν λαβγ(2) +
40
27
KρσαβγK
ρσαβγµν)
+Rµρνσ(−
72
25
Mµν (2)M
ρσ
(2) −
144
25
MµνκλMρσ κλ +
96
175
Kµν (4)M
ρσ
(2)
+
768
175
Kµνρλ(2)M
σ
λ(2) +
768
175
Kµν κλ(2)M
ρσκλ +
384
175
KµνρσκλMκλ(2)
+
1024
175
KµνραβγMσ αβγ −
256
77
Kµ λ(4)K
νλρσ
(2) −
512
77
Kµκρλ(2)K
ν σ
κ λ(2)
+
512
77
Kµκνλ(2)K
σ ρ
κ λ(2) −
1024
77
Kµ τκλ(2)K
ντρσκλ
−
1024
231
Kµ ρλαβγ K
νλαβγσ +
1024
231
Kµ νλαβγ K
σλαβγρ
+
20
63
R,ρKµνσ(4) +
40
63
R,λK
µνλρσ
(2) −
32
3
MµνλMρσ λ(2)
+
8
15
Kµνρ (2)M
σ
(4) +
8
15
KµνλρσMλ(4) +
10
7
Kµν λ(4)M
ρσλ
+
16
5
Kµν λ(2)M
ρσλ
(2) +
40
7
Kµνρ κλ(2)M
σκλ +
32
5
KµνκλρMσ κλ(2)
+
40
21
KµναβγρσMαβγ +
32
9
KµναβγMρσ αβγ −
290
99
K µρλ (2)K
λνσ
(4)
+
290
99
K µνλ (2)K
λσρ
(4) −
1160
99
Kµ κλ(2)K
νκλρσ
(2) −
580
99
Kµ τλ(4)K
ντλρσ
−
1160
99
KµτκλρKν στκλ (2) +
1160
99
KµτκλνKσ ρτκλ (2)
−
2320
297
Kµ ταβγK
νταβγρσ)
+Mµν(2)(
32
25
RµρRνσRρσ −
608
525
Rλ ρRλσK
µνρσ −
64
75
RµλRρσKν λρσ
14
−
1216
525
RρσR
µρκλRνσ κλ +
32
25
RρσR
µκρλRν σλ κ +
64
75
RρσKµνκλKρσκλ
+
64
25
RµρRνσκλRρσκλ +
64
525
RρσR
µκρλRν σκ λ −
16
35
Kµν ρσR
ρτκλRσ τκλ
+
208
525
Rµ τρσR
ντκλR
ρσ
κλ −
64
525
Rµ τρ σR
ν
κτλR
ρλσκ)
+Mµνρσ(
64
25
Rµ κR
ν
λK
ρσκλ −
1088
525
RκλK
µνκτKρσλτ +
256
75
RµτKν τκλK
ρσκλ
+
512
525
Kµν τωR
ρτκλRσωκλ −
64
75
KµντωKρσκλKκλτω
−
64
75
Kµν τωR
ρ τ
κ λR
σλωκ −
64
175
Kµν τωR
ρ τ
κ λR
σκωλ)
+Kµν(4)(
5704
10395
RµρRνσRρσ +
64
315
Rλ ρRλσK
µνρσ −
1448
4725
RµλRρσKν λρσ
+
544
4725
RρσR
µρκλRνσ κλ −
256
1575
RρσKµνκλKρσκλ +
152
2475
RµρRντκλRρτκλ
−
496
17325
RρσR
µ ρ
κ λR
νκσλ −
128
1485
RρσR
µ ρ
κ λR
νλσκ +
32
525
Kµν ρσR
ρτκλRσ τκλ
−
416
1485
Rµ τρσR
ντκλR
ρσ
κλ +
128
1485
Rµ τρ σR
ν
κτλR
ρλσκ)
+Kµνρσ(2)(
160
63
R
µ
λR
ρλRνσ +
128
315
RµνR
ρ
λR
σλ +
544
4725
RµλRν λR
ρσ
+
19232
10395
RµκRκλK
νλρσ −
9824
4725
RµκRρλRνσ κλ −
160
63
Rµ κR
ρ
λR
νκσλ
−
2656
1575
RµρRκλK
νσκλ +
512
315
RρκRκλK
µνσλ −
512
1575
RµνRκλK
ρσκλ
−
2176
4725
Rµ κR
ρ
λR
νλσκ −
512
1485
Rµ κR
ν
λK
ρσκλ +
64
75
RµτKν τκλK
ρσκλ
+
32
25
RµρRντκλRσ τκλ +
64
75
Rµ τR
ν ρ
κ λR
σκτλ +
1216
7425
Rµ τR
ν ρ
κ λR
σλτκ
−
2048
1575
RκλK
µνρ
τK
στκλ −
1984
17325
RκλR
µρκ
τR
νσλτ +
2176
4725
RκλR
µκρ
τR
νσλτ
+
1088
4725
RκλR
µκρ
τR
νλστ +
2176
4725
RκλK
ρσµ
τK
κλντ +
4352
4725
Rρ τR
µσκλRντ κλ
+
2176
4725
Rρ τR
µ σ
κ λR
νκτλ +
272
1575
RρσRµτκλRν τκλ +
64
525
RµνRρτκλRσ τκλ
+
2048
4725
Rµ τR
νρκλRστ κλ +
1024
1485
RκλR
µτρκRνσλτ −
512
1485
RκλR
µ ρκ
τ R
ντσλ
+
1024
1575
Kµν τωK
ρτ
κλK
σωκλ +
256
525
KµνρωRστκλRωτκλ
+
512
1575
KµντωKρσκλKτωκλ −
2048
1485
Rµ ρτ ωR
ντκλRσωκλ
−
1024
1485
Kρσ κλK
µκ
τωK
νλτω −
2048
1485
KµκρλRν τλωR
σω τ
κ
15
−
512
495
KρσµωRντκλRωτκλ −
1664
1485
RµρτωRνσκλRτωκλ
+
512
1485
RµτρωRνκσλRτλωκ −
2048
1485
R
µρ
κλR
νκ
τωR
σλτω)
+Kµναβγδ(
320
63
RµαRβ ρK
νργδ +
2176
4725
Rµ ρR
αβKνργδ +
256
315
Rα ρR
βρKµνγδ
+
128
75
RµαKνβ ρσK
γδρσ −
1024
1575
RρσK
µναβKρσγδ +
8704
4725
RαρKνσβγKν δσ ρ
+
2176
4725
RαβRµγ ρσR
νδρσ +
1088
4725
RαβRµ γρ σR
νρδσ +
256
1575
RµνKαβρσK
γδρσ
−
2048
1485
Rµ ρK
αβν
σK
γδρσ −
1024
1485
RρσK
µραβKνσγδ +
128
525
KµναβRγλρσRδ λρσ
+
2048
1575
KµναλKβ λρσK
γδρσ +
4096
1485
KµλαβRνγρσRδ λρσ
−
4096
1485
KµραλK
νσβλKγδ ρσ −
2048
1485
KµλαβRγρνσRδ ρλσ)
+R,µR,ν(
8
45
RµλRν λ +
4
15
RµτρσRν τρσ)
+R,µMαβγ(
16
15
Rα λK
µλβγ +
16
15
KµαρσK
βγρσ)
+MµρσM
νρσ(
4
5
RµλRνλ +
6
5
RµτκλRντκλ) +
16
5
MαβγMδǫζK
αβδλKǫζγ λ
+MµντM
ρστ (−
16
5
RρλK
µνλ
σ −
16
5
R
µ
ρκλR
ν κλ
σ
+
8
5
R
µ
κρλR
νλ κ
σ +
8
5
KµνκλKρσκλ)
+R,λKλµν(2)(
16
15
RµρRν ρ −
32
45
RρσK
µνρσ +
8
15
RµτρσRν τρσ)
+R,ρKµνσ(2)(
8
45
RµνRρσ +
16
15
RµρRνσ +
304
315
R
µ
λR
ρλνσ
−
32
315
R
µ
λR
ρνλσ +
16
45
R
ρ
λK
µνλσ −
16
15
R
µ
λR
ρσλν
+
64
315
RµρκλRνσ κλ +
32
315
RµκρλRν σκ λ)
+R,λKµνλ(2)(
16
315
RµρRν ρ +
8
105
RµτρσRν τρσ)
+R,λKλµαβγ(
32
15
Rα ρK
µρβγ +
32
45
KµαρσK
βγρσ)
+R,τKµντκλ(
64
315
Rµ ρK
νρκλ +
64
315
Rµκ ρσR
νλρσ +
32
315
Rµ κρ σR
νρλσ)
+R,λKµναβγ(
32
15
RµαKλνβγ +
16
45
RλαKµνβγ +
128
315
KµραλK νβγρ )
+MµκλK
νκλ
(2)(
16
5
RµτRντ −
32
15
RρσKµ νρσ +
8
5
RµτρσRντρσ)
16
+MτµνK
τ
ρσ(2)(
32
5
R
µ
λK
ρλσν +
16
5
Rσ λK
µνρλ
+
32
15
Kµρ κλK
νσκλ +
16
15
Kµν κλK
ρσκλ)
+MαβγKµνλ(2)(
8
15
RλγKµναβ −
16
5
RµγKνλαβ
+
64
35
KαβµτKγλν τ −
32
15
KαβλτKµνγ τ )
+MµντK
τ
ρσ (2)(
16
5
RµρRνσ −
16
7
R
ρ
λK
µνσλ +
16
15
R
µ
λK
ρσνλ
−
16
15
KµνκλKρσ κλ +
32
35
RµρκλRνσ κλ +
16
35
RµκρλRν σκ λ)
+MτκλK
τµνκλ(
16
5
RρµR
ρ
ν −
32
15
RρσKµνρσ +
8
5
RµωρσRν ωρσ)
+MµνκK
µλνρσ(
32
5
RκτKλτρσ +
64
5
RτρK
κ τ
σ λ
+
32
15
Rκ τλωR
τ ω
ρ σ +
64
15
KλρτωK
κτω
σ )
+MµνκK
ρσµνλ(
8
15
RρσR
κ
λ +
16
5
Rκ ρRσλ +
16
7
RρτR
κτ
σλ
−
16
5
RρτR
κ τ
λ σ +
16
15
RκτKρστλ −
32
35
RρτR
κ τ
σ λ
+
64
35
R κωτρ Rσλωτ +
32
35
R ωκτρ Rσωλτ )
+MµντK
ρστκλ(−
32
5
RρκK
µν
λσ +
32
5
Rµ ρK
ν
σκλ +
32
15
Rµ κK
ν
λρσ
−
16
15
RρσK
µν
κλ −
64
15
KρσωκK
µνω
λ +
32
35
Rµ ωρκR
νω
σλ
+
64
35
KµνωρKκλωσ −
64
35
Rµ ρκωR
νω
σλ +
32
35
Rµ ρωκR
ν ω
σ λ)
−
32
15
MµνλKρσαβγK
ρσαλKµνβγ
+MµντK
ρσµντ (
16
105
Rλ ρRλσ +
8
35
RρωκλR
ωκλ
σ )
+Kκλµ(2)K
κλ
ν(2)(
4
7
RµτRν τ −
16
35
RρσK
µνρσ +
6
35
RµτρσRν τρσ)
+Kµντ(2)K
τ
ρσ (2)(
2
75
RµνRρσ −
23
99
RµρRνσ +
16
15
R
µ
λK
ρσνλ
+
4
25
KµνκλKρσ κλ −
46
99
KµρκλKνσ κλ)
+Kµκλ(2)K
κλ
ν (2)(
361
315
RµτRν τ +
20
63
RρσK
µνρσ −
149
210
RµτρσRν τρσ)
+Kµντ(2)K
τ
ρσ(2)(
8
15
RµνRρσ +
16
15
R
ρ
λK
µνσλ)
17
+Kτµν(2)K
τ
ρσ(2)(
34
21
(RµνRρσ +RµσRνρ) +
20
63
RµρRνσ
−
596
315
R
µ
λK
ρλσν +
80
63
Rν λK
µρλσ +
298
315
R
µσ
κλR
νρκλ
−
298
315
RµνκλR
ρσ
κλ −
149
315
(RµκνλRρ σκ λ +R
µκσλR
ν ρ
λ κ))
+Kµνκ(2)Kρσλ(2)(
16
15
(RµκKνλρσ +RµλKνκρσ) +
8
75
RµνKρσκλ
−
92
99
RµρKνσκλ +
8
25
KµνλτKρσκτ +
8
75
KµνκτKρσλτ
−
46
99
RµκρτRσλν τ −
92
99
RµκρτRνλστ −
46
99
RµλρτRσκν τ )
+Kκλτ (2)Kκλτµν(
8
7
RµρRν ρ −
32
35
RρσK
µνρσ +
12
35
RµωρσRν ωρσ)
+
32
35
Kµν τ(2)KµναβγK
αβρσKτγ ρσ
+K κλτ (2)Kωκλµν(
40
63
RτωRµν +
136
21
RτµRων
+
160
63
Rµ ρK
τωνρ −
596
315
Rω ρK
µντρ −
596
315
Rτ ρK
µνωρ
−
1192
315
Rτµ ρσR
λνρσ −
596
315
Rτ µρ σR
λρνσ)
+K κλτ (2)Kµνκλω(
16
15
RµνRτω +
32
15
Rτ ρK
µνωρ)
+Kτ µν(2)Kρστκλ(
16
15
RµνKρσκλ +
32
15
RµκKρσλν)
+
16
15
K τµν (2)KτλαβγR
λαKµνβγ
+Kρ µν(2)Kρλαβγ(
80
63
RναKµλβγ +
40
63
RαβRµνλγ −
40
63
RαβRµγνλ
−
1192
315
KαβµτK
νγλτ −
1192
315
KµτναKβγλτ )
+K τµν (2)Kρστκλ(
32
15
(RρκKµνσλ +RµκKρσνλ) +
8
25
RρσKµνκλ
+
8
75
RµνKρσκλ −
184
99
RµρKνσκλ +
32
25
KµνκωK
ρσλω
−
184
99
(KµρκωR
νλσω +RρκµωK
νσωλ))
+Kµνλ(2)Kρσαβγ(
16
25
KµναβKρσλγ +
16
75
KµναλKρσβγ −
368
99
RµαρβKνσλγ)
+KκλτωµKκλτων(
8
7
Rµ ρR
νρ −
32
35
RρσK
µνρσ +
12
35
RµπρσRν πρσ)
+K ταβγµ Kνταβγ(
722
945
R
µ
λR
νλ +
40
189
RρσK
µνρσ −
149
315
RµλρσRν λρσ)
18
+K αβγµν Kρσαβγ(
4
75
RµνRρσ −
46
297
RµρRνσ +
32
45
R
µ
λK
ρσνλ
+
8
45
Kµν κλK
ρσκλ −
92
297
Kµρ κλK
νσκλ)
+KτωπµνKτωπρσ(
16
35
KµνκλKρσ κλ +
32
35
KµρκλKνσ κλ)
+Kτ πωµν Kτρσπω(
68
21
(RµνRρσ +RµσRνρ) +
40
63
RµρRνσ
−
80
63
Rσ λR
µλνρ +
80
63
Rν λR
µλρσ −
1192
315
R
ρ
λK
µλνσ
+
596
315
RµσκλR
νρ
κλ −
298
315
RµκσλR
ρ ν
κ λ
−
596
315
RµνκλR
ρσ
κλ −
298
315
RµκνλR
ρ σ
κ λ)
+K τκλµν Kτρσκλ(
16
15
RµνRρσ +
32
15
Rρ ωK
µνσω)
+K τωµνκ Kρσλτω(
32
15
(RµκKρσνλ +RµλKρσνκ) +
16
25
RµνKρσκλ
−
184
99
RµρKνσκλ +
16
25
KµνκπKρσλπ +
16
15
KµνλπKρσκπ
−
92
99
RµλρπRσκνπ −
184
99
RµκρπRνλσπ −
92
99
RµκρπRσλνπ)
+K τωκ µνKλτωρσ(
80
63
RµνKρσκλ +
160
63
RµρKνσκλ −
596
315
KρσκπKµνλπ
−
1192
315
KµρκπRνλσπ +
1192
315
RκµρπKνσλπ −
596
315
KµνκπKρσλπ)
+K τωκ µνKρσλτω(
64
15
RκµKρσλν +
32
15
RκλKµνρσ)
+K πµν κλKρσπτω(
8
15
KµντωKρσκλ +
32
25
KµνκτKρσλω +
8
75
KµνκλKρστω
−
184
99
(KµρκλKνστω +RµκρτKνσλω +KµρκτRνωσλ))
+
3392
31185
Rµ νR
ν
ρR
ρ
σR
σ
τR
τ
µ
+ (−
1664
14175
RµνRρ κR
κ
λR
λσ −
64
945
Rµ κR
κνR
ρ
λR
λσ)Kµνρσ
+Rµ ρR
ν
σR
λ
τ (−
704
4725
RµνλκR
ρστκ +
32
945
R
ρ
λκµR
στκ
ν)
+Rµ τR
τ
νR
ρ
σ(−
4736
14175
RµρκλR
νσκλ +
23552
155925
RµκρλR
νκσλ
+
1984
6237
RµκρλR
νλσκ +
64
675
K νκλµ K
σ
ρκλ)
+
23392
51975
Rµ ρR
ρ
σR
σ
νR
ντκλRµτκλ
19
+RµτR
τ
ν(
13936
31185
RµωρσR
ν
ωκλR
ρσκλ −
4288
31185
Rµκ λω R
νρωσRκσλρ
−
32
525
Kµν ρσR
ρωκλRσ ωκλ)
+RµνRρσ(
19456
51975
RµτκωR
τ ω
ρ λ K
κλ
νσ +
512
2835
RµτκωR
ω τ
ρ λ R
κ λ
ν σ
−
256
14175
RµτκωR
ω τ
ρ λ R
λ κ
ν σ −
4576
14175
RµρτωRνσκλR
τωκλ
−
5632
14175
R κλµρ R
τω
νκ Rσλτω +
2816
14175
RµρκλR
κω
ντ R
λτ
σω
+
2560
6237
RµκτωR
τω
ρλ R
λ κ
ν σ +
2048
155925
RµκτωR
τω
ρλ R
κ λ
ν σ
−
256
14175
RµτρωRνκσλR
τκωλ +
128
1575
RµτρωRνκσλR
τλωκ
+
128
675
K κλµν R
τω
ρκ Rσλτω −
1664
14175
KµνκλR
τκω
ρ R
λ
σω τ
−
64
2835
KµνκλR
τκω
ρ R
λ
στ ω −
1184
4725
KµνρτRσωκλR
τωκλ
−
32
945
KµντωKρσκλK
τωκλ)
+Rµν(
2176
155925
RµπτωR
π
ν κλR
τρκσRλ ωρ σ −
1088
31185
RµπρσR
π
ν κλR
ρστωRκλ τω
−
4352
155925
RµπρσR
π
ν κλR
ρκτωRσλ τω +
4192
155925
RµρπσR
π
νκ λR
ρτσωRκ λτ ω
+
32
945
RµρπσR
π
νκ λR
ρτσωRκ λω τ −
256
2025
RµρπσR
π
νκ λK
ρκτωKσλ τω
−
128
2025
RµρπσR
π
νκ λR
ρτλωRσ κτ ω −
1216
17325
RµρπσR
π
νκ λR
ρτλωRσ κω τ
+
2176
155925
R πµρ σRνκπλR
ρλτωRσκ τω −
208
2835
KµντωR
τ
πρσR
ωπ
κλR
ρσκλ
+
64
2835
KµνρσR
ρ
κπλR
σ π
τ ωR
κωλτ −
4352
155925
RµτρσRνωκλR
ρσωπRκλτ π
+
4352
155925
RµπτωR
τω
ρσ R
ρ
νκ λR
σκπλ +
14048
155925
RµτκωRνρλσR
τλωπRρκσπ
+
28096
155925
RµτκωRνρλσR
τπωλRρκσ π +
32
385
RµτκωRνρλσR
τπωλRρ σκπ
−
1024
4725
RµρτωR
τω
νσ R
ρπκλRσ πκλ +
32
10395
RµτρωR
τ ω
ν σ R
ρπκλRσ πκλ
+
5792
51975
RµτρωR
ω τ
ν σ R
ρπκλRσ πκλ +
64
1575
KµντωK
τωρσR πκλρ Rσπκλ
+
3512
17325
RµτρσR
πτρσRνωκλR
ωκλ
π )
−
8
525
KµνρσR
µωπυRν ωπυR
ρτκλRσ τκλ +
128
7245
RµρνσR
µωπυRτωπυR
νκτλR
ρ σ
κ λ
20
−
32
2025
RµρνσR
µυνωRυτωπR
τκπλR
ρ σ
κ λ −
608
51975
RµρνσR
µυνωRυτωπR
τκπλR
σ ρ
κ λ
−
64
5772
RµρνσR
µυνωRρτσπRκ λυ τRλωκπ −
64
2025
RµρνσR
µυνωRρτσπRκ λυ πRλωκτ
−
256
51975
RµρνσR
µυνωRρτσπRκλ υτRκλωπ +
512
14175
RµρνσR
µυνωRρτσπRκλ υπRκλωτ
−
128
4725
KµνρσK
µνυωKρστπRκ λυ τRκωλπ −
5696
155925
KµνρσR
µυκωRν λυ ωR
ρτ π
κ R
σ
τλπ
−
10624
155925
KµνρσR
µυκωRν λω υR
ρτ π
κ R
σ
τλπ
+Rµνρσ(−
88
2835
Rµν υωR
υω
τπR
τπ
κλR
κλρσ +
416
7425
RµωπυRτωπυR
ντ
κλR
ρσκλ
+
416
6237
RµνυωRρστπRκ λυ τRλωκπ −
832
6237
RµνυωRρστπRκλ υτRκλωπ
−
128
31185
RµκυωKτπν κR
ρ λ
υ τR
σ
ωλπ −
32
2025
RµυκωRρ λω υR
ντ π
κ R
σ
πλτ
+
736
155925
RµυκωRρ λω υR
ντ π
λ R
σ
πκτ −
128
6237
RµυκωRν λω υR
ρτ π
κ R
σ
πλτ
+
128
31185
RµκυωRρ τπκ R
ν
τλυR
σ λ
ω π +
128
31185
RµκυωRρ τπκ R
ν
υλτR
σ λ
π ω
−
256
31185
RµκυωRρ τπκ R
νλ
υτR
σ
λωπ −
128
10395
RµκυωRντ πκ R
ρλ
υπR
σ
ωλτ
−
1024
31185
RµκυωRντ πκ R
ρ λ
υ τR
σ
ωλπ −
512
31185
RµκυωRντ πκ R
ρ λ
υ τR
σ
πλω
−
256
31185
RµκυωRντ πκ R
ρ λ
υ πR
σ
τλω −
256
31185
RµκυωRντ πκ R
ρλ
υτR
σ
ωλπ
−
256
31185
RµκυωKτπν κR
ρλ
υτR
σ
πλω +
256
31185
RµκυωRρ τπκ R
νλ
υτR
σ
πλω
−
128
10395
RµκυωRρ τπκ R
νλ
υτR
σ
ωλπ −
512
6237
RµκυωRν λυωR
ρ
κτπR
σλτπ
+
512
6237
RµκυωRρλ υωR
ν
λτπR
σ τπ
κ −
256
51975
RµκυωRρλ υωR
ν
τλπR
στ π
κ
−
13568
155925
RµκυωRρλ υωR
ν
τλπR
σπ τ
κ −
512
51975
RµκυωR
ρ
λυωK
ν
κτπK
σλτπ
+
512
6237
RµκυωRνλ υωR
ρ
τκπR
σπ τ
λ )
)
. (31)
Here
K αβµ1···µn ≡ Rα(µ1|β|µ2,µ3···µn), K
αβ
µ1···µn(2k)
≡ Kαβ λ1···λkµ1···µnλ1···λk ,
Mµ1···µn ≡ K
ρ
ρµ1···µn = R(µ1µ2,µ3···µn), Mµ1···µn(2k) ≡M
λ1···λk
µ1···µnλ1···λk
,
Λ˜ α µ1···µn ≡ Λ˜
α
(µ1!µ2···µn)
, Λ˜α µ1···µn(2k) ≡ Λ˜
α λ1···λk
µ1···µnλ1···λk
,
X µ1···µn ≡ X!(µ1···µn), (32)
21
and the exclamation mark ’!µ’ means the differentiation of ’: µ’ or D˜µ in the case that
the torsion tensor in Γ˜λ νµ is eliminated,
I!µ = (∇+ C +Q)µI = I,µ + (C +Q)µI,
I!µν = (∇+ C +Q)νI!µ = I!µ,ν + (C +Q)νI!µ,
Λ˜µν!ρ = [(∇+ C +Q)ρ, Λ˜µν ] = Λ˜µν,ρ + [(C +Q)ρ, Λ˜µν ]. (33)
3. Discussion
The covariant Taylor expansion [2] for a function f(x′) at xµ with respect to D˜µ
′
σ(x, x′)
includes the expansion [3] for the function with respect to the geodesic normal coordinate
yµ = x′µ − xµ satisfying
Γ˜µαβ(y)y
αyβ = Γµαβ(y)y
αyβ = 0,
yµΩ˜µ(x
′) ≡ yµ{
1
4
γabωabµ + Cµ +Qµ + iAµ}(y) = 0. (34)
In the case that x is close to x′, the conditions (34) are obtained from D˜σ:µ = σ:µ and
σ:µD˜µI = 0, respectively, because σ
:µ′ ≈ yµ, I ≈ 1 and I:µ ≈ 0, where I ≡ a0. The
geodesic normal coordinate expansion for ha µ, h
µ
a , g
µν , log |g| (g = det gµν) and Ω˜µ at
xµ with respect to yµ is expressed by the covariant expansion coefficients for θ˜µ
′
ν ≡ σ
:µ′
ν ,
β˜
µ
ν′ ≡ (θ˜
−1)µ ν′ , G
µ′ν′ ≡ θ˜µ
′
αθ˜
µ′α, ζ ≡ ln{det (−β˜µ
′
ν′)}
−1/2 and Aµ′ ≡ β˜
ν
µ′I
−1D˜νI
respectively [2],
ha µ(x
′) =
∞∑
n=0
1
n!
β˜a µµ1···µn(x)y
µ1 · · · yµn,
h µa (x
′) =
∞∑
n=0
1
n!
θ˜µ aµ1···µn(x)y
µ1 · · · yµn,
gµν(x′) =
∞∑
n=0
1
n!
Gµν µ1···µn(x)y
µ1 · · · yµn,
log |g|(x′) = 4
∞∑
n=2
1
n!
ζµ1···µn(x)y
µ1 · · · yµn ,
Ω˜µ(x
′) =
∞∑
n=1
1
n!
A˜µµ1···µn(x)y
µ1 · · · yµn. (35)
The expansion for gµν(x′) and log |g|(x′) are independent of the torsion tensor, though
ha µ(x
′) and h µa (x
′) depend on the torsion tensor. The torsion tensor is included in
the expansion coefficients of Ω˜µ(x
′), in the form of (C + Q)µ, and appears in Λ˜µν , X
and their derivatives in the coefficients [aq]. In conclusion, the coefficients [aq] obtained
by starting from Eq. (2) in Riemann-Cartan space is derived from the final form of [aq]
obtained by starting from∇µ∇
µ+Z in Riemannian space by the simple replacements [4],
22
Z → X, Λµν → Λ˜µν , ∇µ →∇µ + (C +Q)µ. (36)
References
[1] See also A.E.M. van de Ven, Class. Quantum Grav. 15 (1988) 2311.
[2] I.G. Avramidi, Nucl. Phys. B355 (1991) 712; (E) B509 (1998) 577.
S. Yajima, Class. Quantum Grav. 14 (1997) 2853.
[3] G. Cognola and S. Zerbini, Phys. Lett. B195 (1987) 435; 214 (1988) 70.
[4] S. Yajima, Class. Quantum Grav. 16 (1999) 1389.
